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ABSTRACT

In this paper, we introduce and study a class of generalized convex functions, which are defined according
to a pair of quasi-arithmetic means and called (Mφ,Mψ)-convex functions, and establish various Fej²r
type inequalities for such a function class. These inequalities not merely provide a natural and intrinsic
characterization of the (Mφ,Mψ)-convex functions, but actually offer a generalization and refinement of
some Hermite-Hadamard and Fej²r type inequalities obtained in earlier studies for different kinds of strong
convexity.
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Tâm t­t

Trong b i b¡o n y, chóng tæi xem x²t mët lîp h m lçi m¤nh mð rëng li¶n quan �¸n mët c°p tüa trung
b¼nh sè håc, �÷ñc gåi l  h m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh tø �â thi¸t lªp mët sè b§t �¯ng thùc kiºu Fej²r cho lîp h m
lçi m¤nh n y. C¡c b§t �¯ng thùc mîi n y l  sü mð rëng thüc sü cõa c¡c b§t �¯ng thùc Hermite-Hadamard
v  b§t �¯ng thùc Fej²r �÷ñc thi¸t lªp g¦n �¥y �èi vîi h m lçi m¤nh v  mët sè d¤ng mð rëng cõa lîp h m
lçi m¤nh. Hìn núa, c¡c b§t �¯ng thùc mîi cán �°c tr÷ng cho lîp h m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh.
Tø khâa: H m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh, Tüa trung b¼nh sè håc, H m lçi, B§t �¯ng thùc Hermite-Hadamard,

B§t �¯ng thùc Fej²r.

1. Giîi thi»u

B§t �¯ng thùc Hermite-Hadamard �÷ñc giîi
thi»u l¦n �¦u ti¶n v o n«m 1883 bði Hermite9 v 
10 n«m sau bði Hadamard8 : Cho f : [a, b] → R l 
h m lçi

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
. (1)

D¤ng câ trång cõa b§t �¯ng thùc Hermite-
Hadamard �÷ñc �÷a ra bði Fej²r6 : N¸u f : [a, b]→
R l  h m lçi, g : [a, b] → [0,∞) l  h m kh£ t½ch
vîi

∫ b
a
g(x)dx > 0 v  �èi xùng qua a+b

2 , tùc l 
g(x) = g(a+ b− x) vîi måi x ∈ [a, b], th¼

f

(
a+ b

2

)
≤
∫ b
a
f(x)g(x)dx∫ b
a
g(x)dx

≤ f(a) + f(b)

2
. (2)

Trong nhúng n«m g¦n �¥y, c¡c b§t �¯ng thùc
tr¶n �¢ v  �ang nhªn �÷ñc sü quan t¥m lîn cõa c¡c
nh  to¡n håc nh¬m möc �½ch ph¡t triºn v  mð rëng
theo nhi·u h÷îng kh¡c nhau, công nh÷ t¼m ki¸m c¡c
ùng döng cõa c¡c b§t �¯ng thùc trong lþ thuy¸t h m
lçi, lþ thuy¸t tèi ÷u. Mët trong nhúng h÷îng ph¡t
triºn �â l  thi¸t lªp c¡c b§t �¯ng thùc mîi cho c¡c
lîp h m lçi mð rëng kh¡c nhau (xem4,5,12,17). Mët
lîp con quan trång cõa lîp h m lçi trong lþ thuy¸t
tèi ÷u �÷ñc quan t¥m �â l  lîp h m lçi m¤nh. Lîp
h m n y �÷ñc Polyak18 �÷a ra v o n«m 1966 nh¬m
möc �½ch gi£i quy¸t mët sè v§n �· li¶n quan �¸n
mët b i to¡n tèi ÷u.

H m sè f : [a, b]→ R �÷ñc gåi l  h m lçi m¤nh
vîi modun c (c > 0) n¸u

f(tx+(1−t)y) ≤ tf(x)+(1−t)f(y)−ct(1−t)(x−y)2

vîi måi x, y ∈ [a, b] v  x ≤ y. Ta nâi f l  h m lçi
m¤nh trung �iºm vîi modun c n¸u

f

(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
− c (x− y)

2

4

vîi måi x, y ∈ [a, b] v  x ≤ y.
N«m 2010, Merentes v  Nikodem10 �¢ thi¸t lªp

b§t �¯ng thùc Hermite-Hadamard cho h m lçi m¤nh
nh÷ sau: Cho f : [a, b] → R l  h m lçi m¤nh vîi
modun c, khi �â

f

(
a+ b

2

)
+

c

12
(b− a)2 ≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

≤ f(a) + f(b)

2
− c

6
(b− a)2.

(3)

N«m 2012, Azocar3 còng c¡c cëng sü �¢ �÷a ra
�¯ng thùc Fej²r cho h m lçi m¤nh: Cho f : [a, b]→
R l  h m lçi m¤nh vîi modun c v  g : [a, b]→ [0,∞)

l  h m kh£ t½ch vîi
∫ b
a
g(x)dx = 1 v  �èi xùng qua

a+b
2 , khi �â

f

(
a+ b

2

)
+ c

[∫ b

a

x2g(x)dx−
(
a+ b

2

)2
]

≤
∫ b

a

f(x)g(x)dx

≤ f(a) + f(b)

2
− c

[
a2 + b2

2
−
∫ b

a

x2g(x)dx

]
.

(4)
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Trong thíi gian g¦n �¥y, mët sè mð rëng cõa
b§t �¯ng thùc (4) công �¢ �÷ñc �÷a ra b¬ng c¡ch
thi¸t lªp b§t �¯ng thùc cho h m log lçi m¤nh, h m
lçi �i·u háa m¤nh14,16. Ti¸p töc h÷îng nghi¶n cùu
n y, tr¶n cì sð x¥y düng mët lîp h m lçi m¤nh mð
rëng li¶n quan �¸n mët c°p trung b¼nh sè håc, chóng
tæi thi¸t lªp mët sè b§t �¯ng thùc kiºu Fej²r cho lîp
h m mîi. Nhúng b§t �¯ng thùc mîi khæng ch¿ �°c
tr÷ng cho lîp c¡c h m lçi m¤nh mð rëng v  li¶n töc
m  cán nhúng k¸t qu£ mð rëng thüc sü cõa nhúng
b§t �¯ng thùc �÷ñc �÷a ra g¦n �¥y14,16.

2. Ki¸n thùc chu©n bà

Kþ hi»u I v  J l  c¡c kho£ng sè thüc, φ : I → R
v  ψ : J → R l  c¡c h m �ìn �i»u nghi¶m ng°t v 
li¶n töc. Sû döng c°p tüa trung b¼nh sè håcMφ v 
Mψ, vîi Mφ(a, b;α) = φ−1 (αφ(a) + (1− α)φ(b))
Aumann1 �¢ �÷a ra kh¡i ni»m h m (Mφ,Mψ)-lçi
nh÷ sau:

�ành ngh¾a 1 (1). H m sè f : I → J �÷ñc gåi l 
(Mφ,Mψ)-lçi n¸u

f(Mφ(a, b;α)) ≤Mψ(f(a), f(b);α) (5)

vîi måi a, b ∈ I v  α ∈ [0, 1].

Trong tr÷íng hñp f thäa m¢n b§t �¯ng thùc (5)
vîi φ(x) = x, ta nâi f l  Mψ-lçi, cán n¸u f thäa
m¢n b§t �¯ng thùc (5) vîi φ(x) = x v  ψ(x) = x th¼
f l  h m lçi.

Vîi c°p tüa trung b¼nh sè håc Mφ v  Mψ, ta
�ành ngh¾a mët lîp h m lçi m¤nh mð rëng sau.

�ành ngh¾a 2. H m sè f : I → J �÷ñc gåi l 
(Mφ,Mψ)-lçi m¤nh vîi modun c (c > 0) n¸u:

f(Mφ(a, b;α)) ≤ ψ−1
(
αψ ◦ f(a) + (1− α)ψ ◦ f(b)

− c α(1− α)(φ(a)− φ(b))2
)

(6)

vîi måi a, b ∈ I v  α ∈ [0, 1]. N¸u d§u cõa b§t �¯ng
thùc (6) �êi chi·u th¼ ta nâi f l  h m (Mφ,Mψ)-
lãm m¤nh vîi modun c.

Chó þ, n¸u ψ l m h m t«ng th¼ f : I → J l 
h m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh vîi modun c khi v  ch¿
khi ψ ◦ f ◦ φ−1 l  h m lçi m¤nh vîi modun c tr¶n
φ(I). Cán n¸u ψ l m h m gi£m th¼ f : I → J l 
h m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh vîi modun c khi v  ch¿
khi ψ ◦ f ◦ φ−1 l  h m lãm m¤nh vîi modun c tr¶n
φ(I).

Ta nâi r¬ng h m f l  Mψ-lçi m¤nh vîi modun
c n¸u f thäa m¢n b§t �¯ng thùc (6) trong tr÷íng
hñp φ(x) = x. B¬ng c¡ch chån c¡c h m φ v  ψ �°c
bi»t chóng ta câ c¡c kh¡i ni»m sau:

• H m lçi m¤nh, n¸u ta chån φ(x) = x v 
ψ(x) = x:

f(αa+ (1− α)b)
≤ αf(a) + (1− α)f(b)− cα(1− α)(a− b)2

(7)

vîi måi a, b ∈ I v  α ∈ [0, 1].

• H m log-lçi m¤nh13, n¸u ta chån φ(x) = x v 
ψ(x) = lnx:

ln f(αa+ (1− α)b)
≤ α ln f(a) + (1− α) ln f(b)− cα(1− α)(a− b)2

(8)

vîi måi a, b ∈ I v  α ∈ [0, 1].

• H m mô-lçi m¤nh15, n¸u ta chån φ(x) = x v 
h m ψ(x) = ex:

ef(αa+(1−α)b)

≤ αef(a) + (1− α)ef(b) − cα(1− α)(a− b)2

(9)

vîi måi a, b ∈ I v  α ∈ [0, 1].

• H m lçi �i·u háa m¤nh14, n¸u ta chån φ(x) =
1/x v  ψ(x) = x:

f
( ab

αa+ (1− α)b

)
≤ αf(a) + (1− α)f(b)− cα(1− α)

(
a− b
ab

)2

(10)

vîi måi a, b ∈ I v  α ∈ [0, 1].

• H m log-lçi �i·u háa m¤nh14, n¸u ta chån
φ(x) = 1/x v  ψ(x) = lnx.

f
( ab

αa+ (1− α)b

)
≤ f(a)αf(b)(1−α) − cα(1− α)

(
a− b
ab

)2

(11)

vîi måi a, b ∈ I v  α ∈ [0, 1].

• H m p-lçi m¤nh, n¸u φ(x) = xp v  ψ(x) = x.

f([αap + (1− α)bp]1/p)
≤ αf(a) + (1− α)f(b)− cα(1− α)(ap − bp)2

(12)

vîi måi a, b ∈ I v  α ∈ [0, 1].
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• H m lçi nh¥n m¤nh, n¸u φ(x) = lnx v 
ψ(x) = lnx:

f(aαb(1−α)) ≤ f(a)αf(b)(1−α)−cα(1−α) ln2
(a
b

)
(13)

vîi måi a, b ∈ I v  α ∈ [0, 1].

Bê �· 3 (11). 1. H m sè f : I → J l  h m
lçi m¤nh vîi modun c n¸u v  ch¿ n¸u g(x) =
f(x)− cx2 l  h m lçi.

2. H m sè f : I → J l  h m lçi m¤nh trung �iºm
vîi modun c n¸u v  ch¿ n¸u g(x) = f(x)− cx2
l  h m lçi trung �iºm.

Tø Bê �· tr¶n v  ti¶u chu©n Jensen v· t½nh lçi7

ta th§y r¬ng n¸u f li¶n töc tr¶n I v  lçi m¤nh trung
�iºm vîi modun c th¼ f công l  h m lçi m¤nh vîi
modun c tr¶n I.

Bê �· 4. H m sè f l  (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh vîi
modun c n¸u v  ch¿ n¸u g(x) = ψ ◦ f ◦φ−1(x)− cx2
l  h m lçi m¤nh tr¶n φ(I).

Chùng minh. Ta câ f l  h m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh
vîi modun c n¸u v  ch¿ n¸u ψ ◦ f ◦ φ−1 l  h m lçi
m¤nh vîi modun c tr¶n φ(I). �i·u n y còng vîi Bê
�· 3 d¨n �¸n f : I → J l  h m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh
vîi modun c n¸u v  ch¿ n¸u g(x) = ψ◦f◦φ−1(x)−cx2
l  h m lçi tr¶n φ(I).

3. Mët sè b§t �¯ng thùc kiºu Fej²r

cho h m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh

Trong b i b¡o n y, ta luæn gi£ thi¸t f : I → J

l  h m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh vîi modun c (c > 0);
a, b ∈ I vîi a < b; α ∈ (0, 1); w1, w2 : [0, 1]→ [0,∞)

l  c¡c h m sè kh£ t½ch v  thäa m¢n �i·u ki»n∫ s
0
w1(t)dt > 0 vîi måi s ∈ (0, 1]. v 

∫ 1

s
w2(t)dt > 0

vîi måi s ∈ [0, 1). Kþ hi»u

L(t) =Mφ(a,Mφ(a, b;α); t)

v 
R(t) =Mφ(b,Mφ(a, b;α); t)

vîi t ∈ [0, 1].

�ành lþ 5. Cho F ,G : [0, 1]→ R l  c¡c h m sè l¦n
l÷ñt �÷ñc x¡c �ành bði

F(t) =ψ−1
(
α(ψ ◦ f ◦ L(t)− c[φ ◦ L(t)]2)

+ (1− α)(ψ ◦ f ◦ R(t)− c[φ ◦ R(t)]2)
)

v 
G(t) = tF(1) + (1− t)F(0).

Khi �â

(1) F v  G l  c¡c h mMψ-lçi, t«ng tr¶n [0, 1] v 

F(0) = G(0)
F(t) ≤ G(t), t ∈ [0, 1],

F(1) = G(1).
(14)

(2) Vîi s ∈ (0, 1], ta �°t

I1(s) = ψ−1

(∫ s
0
ψ ◦ F(t)w1(t)dt∫ s

0
w1(t)dt

)

v 

β1(s) =

∫ s
0
tw1(t)dt∫ s

0
w1(t)dt

.

Khi �â F ◦β1, I1 v  G ◦β1 l  c¡c h m t«ng tr¶n
(0, 1] v  thäa m¢n

lim
s→0+

F◦β1(s) = lim
s→0+

I1(s) = lim
s→0+

G◦β1(s) = G(0),

F ◦β1(s) ≤ I1(s) ≤ G◦β1(s), s ∈ (0, 1]. (15)

(3) T÷ìng tü, vîi s ∈ [0, 1), ta �ành ngh¾a

I2(s) = ψ−1

(∫ 1

s
ψ ◦ F(t)w2(t)dt∫ 1

s
w2(t)dt

)

v 

β2(s) =

∫ 1

s
tw2(t)dt∫ 1

s
w2(t)dt

.

Khi �â F ◦β2, I2 v  G ◦β2 l  c¡c h m t«ng tr¶n
[0, 1) v  thäa m¢n

F ◦β2(s) ≤ I2(s) ≤ G◦β2(s), s ∈ [0, 1), (16)

lim
s→1−

F◦β2(s) = lim
s→1−

I2(s) = lim
s→1−

G◦β2(s) = G(1).

Hìn núa, n¸u w1 = w2 th¼ I1(1) = I2(0).

�º chùng minh �ành lþ tr¶n, chóng ta c¦n k¸t
qu£ sau.

Bê �· 6 (5). Cho P : [0, 1] → R l  h m t«ng, li¶n
töc.

(1) Vîi s ∈ (0, 1], ta �°t

P1(s) =

∫ s
0
P (t)w1(t)dt∫ s
0
w1(t)dt

.

Khi �â P1 l  h m t«ng tr¶n (0, 1] v 

lim
s→0+

P1(s) = P (0) ≤ P1(s) ≤ P (s), s ∈ (0, 1].

(17)

(2) T÷ìng tü, vîi s ∈ [0, 1), ta �°t

P2(s) =

∫ 1

s
P (t)w2(t)dt∫ 1

s
w2(t)dt

.

Khi �â P2 l  h m t«ng tr¶n [0, 1) v 

P (s) ≤ P2(s) ≤ P (1) = lim
s→1−

P2(s), s ∈ [0, 1).

4



B¥y gií ta chùng minh �ành lþ 5.

Chùng minh �ành lþ 5. V¼ ψ �ìn �i»u nghi¶m ng°t
n¶n ta c¦n x²t hai tr÷íng hñp cõa ψ. Tr÷îc h¸t gi£
sû r¬ng ψ t«ng nghi¶m ng°t tr¶n J . V¼ ψ li¶n töc
tr¶n J n¶n ψ−1 li¶n töc v  t«ng nghi¶m ng°t tr¶n
ψ(J).

1. �º chùng minh F l  h mMψ-lçi tr¶n [0, 1], ta
ch¿ c¦n chùng minh ψ ◦ F lçi tr¶n [0, 1]. Thªt
vªy,

ψ ◦ F(t)
= α

(
ψ ◦ f ◦ φ−1(A(t))− c(A(t))2

)
+ (1− α)

(
ψ ◦ f ◦ φ−1(B(t))− c(B(t))2

)
,

trong �â

A(t) = tφ(a) + (1− t)(αφ(a) + (1− α)φ(b))
(18)

v 

B(t) = tφ(b) + (1− t)(αφ(a) + (1− α)φ(b)).
(19)

Theo Bê �· 4, ψ ◦ f ◦ φ−1(x) − cx2 lçi tr¶n
φ([a, b]), hìn núa A(t) v  B(t) tuy¸n t½nh tr¶n
[0, 1] n¶n ψ ◦ F lçi tr¶n [0, 1]. T½nh Mψ-lçi
cõa G tr¶n [0, 1] �÷ñc suy ra trüc ti¸p tø �ành
ngh¾a cõa G.
T½nh to¡n trüc ti¸p, d¹ th§y r¬ng

F(0) = G(0)

= ψ−1
(
ψ ◦ f(Mφ(a, b;α))

− c(αφ(a) + (1− α)φ(b))2
) (20)

v 

F(1) = G(1)

= ψ−1
(
αψ ◦ f(a) + (1− α)ψ ◦ f(b)

− c(αφ2(a) + (1− α)φ2(b))
)
.

(21)

B¥y gií, do t½nh lçi cõa ψ ◦ f ◦ φ−1(x) − cx2
n¶n

ψ ◦ f ◦ φ−1(A(t))− c(A(t))2

≤ t(ψ ◦ f(a)− c(φ(a))2)
+ (1− t)(ψ ◦ f(Mφ(a, b;α))

− c(αφ(a) + (1− α)φ(b))2)

v 

ψ ◦ f ◦ φ−1(B(t))− c(B(t))2

≤ t(ψ ◦ f(b)− c(φ(b))2)
+ (1− t)(ψ ◦ f(Mφ(a, b;α))

− c(αφ(a) + (1− α)φ(b))2).

Do �â

ψ ◦ F(t) ≤ tψ−1
(
αψ ◦ f(a) + (1− α)ψ ◦ f(b)

− c(αφ2(a) + (1− α)φ2(b))
)

+ (1− t)ψ−1
(
ψ ◦ f(Mφ(a, b;α))

− c(αφ(a) + (1− α)φ(b))2
)

= ψ ◦ G(t).

V¼ ψ−1 t«ng tr¶n ψ(J),

F(t) ≤ G(t), t ∈ [0, 1],

n¶n (14) �óng.

Ti¸p theo, ta chùng minh F t«ng. Gi£ sû 0 <
t < r ≤ 1. Do t½nh (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh cõa f
v  αA(t)+ (1−α)B(t) = αφ(a)+ (1−α)φ(b),
ta câ

ψ ◦ F(0)
= ψ ◦ f ◦ φ−1(αφ(a) + (1− α)φ(b))
− c(αφ(a) + (1− α)φ(b))2

= ψ ◦ f ◦ φ−1 (αA(t)) + (1− α)B(t)))

− c (αA(t)) + (1− α)B(t)))
2

≤ α
(
ψ ◦ f ◦ φ−1(A(t))− c(A(t))2

)
+ (1− α)

(
ψ ◦ f ◦ φ−1(B(t))− c(B(t))2

)
= ψ ◦ F(t).

M  ψ ◦ F l  h m lçi n¶n

ψ ◦ F(r)− ψ ◦ F(t)
r − t

≥ ψ ◦ F(t)− ψ ◦ F(0)
t− 0

.

Do �â

ψ ◦ F(r)− ψ ◦ F(t)
r − t

≥ ψ ◦ F(t)− ψ ◦ F(0)
t− 0

≥ 0,

hay ψ ◦ F t«ng tr¶n [0, 1]. V¼ ψ−1 t«ng tr¶n
ψ(J) n¶n F t«ng tr¶n [0, 1]. V¼

ψ ◦ G(t) = t[F(1)−F(0)] + F(0)

v 
F(1)−F(0) ≥ 0

n¶n ψ◦G t«ng tr¶n [0, 1] hay G t«ng tr¶n [0, 1].

2. �p döng Bê �· 6 vîi P = ψ ◦ F ta câ ψ ◦ I1
t«ng tr¶n (0, 1] vîi

lim
s→0+

ψ ◦ I1(s) = ψ ◦ F(0).

V¼ ψ−1 t«ng nghi¶m ng°t v  li¶n töc tr¶n ψ(J)
n¶n I1 t«ng tr¶n (0, 1] v 

lim
s→0+

I1(s) = ψ ◦ F(0).

L¤i theo Bê �· 6, ta câ β1 t«ng tr¶n (0, 1] vîi

lim
s→0+

β1(s) = 0 ≤ β1(s) ≤ s, s ∈ (0, 1].

5



Do �â F◦β1 v  G◦β1 x¡c �ành, t«ng tr¶n (0, 1]
v 

lim
s→0+

F ◦ β1(s) = lim
s→0+

G ◦ β1(s) = G(0).

Ti¸p theo, chóng ta chùng minh c¡c b§t �¯ng
thùc trong (15). Cè �ành s ∈ (0, 1]. �p döng
b§t �¯ng thùc Jensen17 cho h m lçi ψ◦F tr¶n
kho£ng [0, s], ta �÷ñc

ψ ◦ F

(∫ s
0
tw1(t)dt∫ s

0
w1(t)dt

)
≤
∫ s
0
ψ ◦ F(t)w1(t)dt∫ s

0
w1(t)dt

.

Suy ra
F ◦ β1(s) ≤ I1(s).

Do F(t) ≤ G(t), t ∈ [0, 1], ta câ∫ s
0
ψ ◦ F(t)w1(t)dt∫ s

0
w1(t)dt

≤
∫ s
0
ψ ◦ G(t)w1(t)dt∫ s

0
w1(t)dt

= ψ ◦ G ◦ β1(s).

V¼ h m ψ−1 t«ng n¶n

I1(s) ≤ G ◦ β1(s).

3. �p döng Bê �· 6 vîi P = ψ ◦ F ta câ ψ ◦ I2
t«ng tr¶n [0, 1) vîi

lim
s→1−

ψ ◦ I2(s) = ψ ◦ F(1).

V¼ ψ−1 t«ng nghi¶m ng°t v  li¶n töc tr¶n ψ(J)
n¶n I2 t«ng tr¶n [0, 1) v 

lim
s→1−

I2(s) = F(1).

L¤i theo Bê �· 6, ta câ β2 t«ng tr¶n [0, 1) vîi

lim
s→1−

β2(s) = 1 ≥ β2(s) ≥ s, s ∈ [0, 1).

V¼ vªy, F ◦ β2 v  G ◦ β2 x¡c �ành, t«ng tr¶n
[0, 1) v 

lim
s→1−

F ◦ β2(s) = lim
s→1−

G ◦ β2(s) = G(1).

B¥y gií, chóng ta chùng minh c¡c b§t �¯ng
thùc trong (16). Cè �ành s ∈ [0, 1). �p döng
b§t �¯ng thùc Jensen17 cho h m lçi ψ◦F tr¶n
kho£ng [s, 1], ta câ

ψ ◦ F

(∫ 1

s
tw2(t)dt∫ 1

s
w2(t)dt

)
≤
∫ 1

s
ψ ◦ F(t)w2(t)dt∫ 1

s
w2(t)dt

do �â
F ◦ β2(s) ≤ I2(s).

Tø F(t) ≤ G(t), t ∈ [0, 1], ta suy ra∫ 1

s
ψ ◦ F(t)w2(t)dt∫ 1

s
w2(t)dt

≤
∫ 1

s
ψ ◦ G(t)w2(t)dt∫ 1

s
w2(t)dt

= ψ ◦ G ◦ β2(s).

V¼ h m ψ−1 t«ng n¶n

I2(s) ≤ G ◦ β2(s).

Ngo i ra, khi w1 = w2, tø c¡c �ành ngh¾a cõa
I1 v  I2 suy ra I1(1) = I2(0).

�ành lþ �÷ñc chùng minh t÷ìng tü cho tr÷íng
hñp khi ψ gi£m.

�ành lþ 5 khæng ch¿ l  mët h» qu£ cõa t½nh
(Mφ,Mψ)-lçi m¤nh m  nâ cán �°c tr÷ng cho lîp
h m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh vîi modun c v  li¶n töc.

H» qu£ 7. �èi vîi h m li¶n töc f : I → J , c¡c
kh¯ng �ành sau �¥y l  t÷ìng �÷ìng:

(1) f l  h m (Mφ,Mψ)-lçi m¤nh vîi modun c.

(2) H m F t«ng tr¶n [0, 1] vîi måi a, b ∈ I, a < b
v  α = 1/2.

(3) H m I1 t«ng tr¶n (0, 1] vîi måi a, b ∈ I, a <
b, α = 1/2 v  w1 = 1.

(4) Vîi måi a, b ∈ I v  a < b, ta câ

ψ ◦ f(Mφ(a, b;α))− c(αφ(a) + (1− α)φ(b))2

≤ 1

φ(b)− φ(a)

∫ b

a

(
ψ ◦ f(x)− cφ2(x)

)
dφ(x).

(5) H m I2 t«ng tr¶n [0, 1) vîi måi a, b ∈ I, a <
b, α = 1/2 v  w2 = 1.

(6) Vîi måi a, b ∈ I v  a < b, ta câ

1

φ(b)− φ(a)

∫ b

a

(
ψ ◦ f(x)− cφ2(x)

)
dφ(x)

≤ αψ ◦ f(a) + (1− α)ψ ◦ f(b)
− c(αφ2(a) + (1− α)φ2(b)).

(7) H m G t«ng tr¶n [0, 1] vîi måi a, b ∈ I, a < b
v  α = 1/2.

�º chùng minh H» qu£ 7, ta c¦n k¸t qu£ sau �¥y.

Bê �· 8 (10 Theorem 6). Cho I ⊂ R l  mët kho£ng
v  f : I → R l  mët h m li¶n töc. Khi �â, c¡c kh¯ng
�ành sau l  t÷ìng �÷ìng.

(1) f l  h m lçi m¤nh vîi modun c.

(2) Vîi måi x, y ∈ I, x < y, ta câ

f

(
x+ y

2

)
+

c

12
(y − x)2 ≤ 1

y − x

∫ y

x

f(t)dt.

(3) Vîi måi x, y ∈ I, x < y, ta câ

1

y − x

∫ y

x

f(t)dt ≤ f(x) + f(y)

2
− c

6
(y − x)2.
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Chùng minh cõa H» qu£ 7. Theo �ành lþ 5, c¡c
kh¯ng �ành (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4), (1)⇒ (5)⇒ (6)
v  (1) ⇒ (7) �óng. Ph¦n cán l¤i l  chùng minh
(4)⇒ (1), (6)⇒ (1) v  (7)⇒ (1). Khæng m§t têng
qu¡t câ thº gi£ sû ψ �ìn �i»u t«ng. Ta c¦n chùng
minh ψ ◦ f ◦ φ−1 lçi m¤nh tr¶n φ(I) mi¹n l  mët
trong c¡c �i·u ki»n (4), (6) v  (7) x£y ra. V¼ φ li¶n
töc v  �ìn �i»u nghi¶m ng°t tr¶n I n¶n φ−1 li¶n töc
v  �ìn �i»u nghi¶m ng°t tr¶n φ(I). B¥y gií t½nh li¶n
töc cõa ψ, f v  φ−1 k²o theo ψ ◦ f ◦ φ−1 li¶n töc
tr¶n φ(I). Rã r ng, (7) k²o theo ψ ◦f ◦φ−1 lçi m¤nh
trung �iºm tr¶n φ(I). Do �â ψ ◦ f ◦ φ−1 lçi m¤nh
tr¶n φ(I). Cuèi còng, tø H» qu£ 8 ta th§y khi mët
trong c¡c �i·u ki»n (4) v  (6) x£y ra �èi vîi h m
li¶n töc ψ ◦f ◦φ−1 tr¶n φ(I) th¼ ψ ◦f ◦φ−1 lçi m¤nh
tr¶n φ(I). Vªy h» qu£ �÷ñc chùng minh xong.

Tø �ành lþ 5, chóng ta câ thº thi¸t lªp �÷ñc
mët sè b§t �¯ng thùc kiºu Fej²r �èi vîi c¡c h m
(Mφ,Mψ)-lçi m¤nh vîi modun c b¬ng c¡ch chån
c¡c h m w1 v  w2 kh¡c nhau. Ch¯ng h¤n, ta chån

wj(t) = (1− α)gj ◦ L(t) + αgj ◦ R(t), t ∈ [0, 1],

trong �â gj : [a, b]→ [0,∞), vîi j = 1, 2, �÷ñc chån
thäa m¢n

1− α
α

g1 ◦ L(t) =
α

1− α
g1 ◦ R(t), t ∈ [0, s] (22)

v 

1− α
α

g2 ◦ L(t) =
α

1− α
g2 ◦ R(t), t ∈ [s, 1]. (23)

Chó þ r¬ng khi α = 1/2 v  φ(x) = x, c¡c gi£ thi¸t
(22) v  (23) quy v· c¡c gi£ thi¸t g1 v  g2 �èi xùng
qua (a+ b)/2.

Sû döng (22) v  L(0) = R(0) d¹ th§y r¬ng∫ s

0

w1(t)dt = (1− α)
∫ s

0

g1 ◦ L(t)dt+ α

∫ s

0

g1 ◦ R(t)dt

=
1

φ(b)− φ(a)

∫ R(s)

L(s)
g1(x)dφ(x)

v ∫ s

0

ψ ◦ F(t)w1(t)dt

= (1− α)
∫ s

0

(
ψ ◦ f ◦ L(t)− c[φ ◦ L(t)]2

)
g1 ◦ L(t)dt

+ α

∫ s

0

(
ψ ◦ f ◦ R(t)− c[φ ◦ R(t)]2

)
g1 ◦ R(t)dt

=
1

φ(b)− φ(a)

∫ R(s)

L(s)

(
ψ ◦ f(x)− cφ2(x)

)
g1(x)dφ(x)

v  do �â

I1(s) = ψ−1

∫R(s)

L(s)
(
ψ ◦ f(x)− cφ2(x)

)
g1(x)dφ(x)∫R(s)

L(s) g1(x)dφ(x)

 .

T÷ìng tü, do (23), L(1) = a v  R(1) = b,

I2(s)

= ψ−1

(∫ L(s)
a

(
ψ ◦ f(x)− cφ2(x)

)
g2(x)dφ(x)∫ L(s)

a
g2(x)dφ(x) +

∫ b
R(s)

g2(x)dφ(x)
.

+

∫ b
R(s)

(
ψ ◦ f(x)− cφ2(x)

)
g2(x)dφ(x)∫ L(s)

a
g2(x)dφ(x) +

∫ b
R(s)

g2(x)dφ(x)

)
.

Còng vîi �ành lþ 5, ta câ k¸t qu£ sau �¥y.

H» qu£ 9. Gi£ sû g1, g2 : [a, b] → [0,∞) l  c¡c
h m kh£ t½ch, trong �â

∫ s
0
g1 ◦ L(t)dt > 0 vîi måi

s ∈ (0, 1] v 
∫ 1

s
g2 ◦ R(t)dt > 0 vîi måi s ∈ [0, 1) v 

thäa m¢n (22), (23). Khi �â,

(i) Vîi måi s ∈ (0, 1], ta câ

ψ−1
(
ψ ◦ f(Mφ(a, b;α))− c(αφ(a) + (1− α)φ(b))2

)
≤ F

(∫ s
0
tg1 ◦ L(t)dt∫ s

0
g1 ◦ L(t)dt

)

≤ ψ−1
∫R(s)

L(s)
(
ψ ◦ f(x)− cφ2(x)

)
g1(x)dφ(x)∫R(s)

L(s) g1(x)dφ(x)


≤ G

(∫ s
0
tg1 ◦ L(t)dt∫ s

0
g1 ◦ L(t)dt

)

≤ ψ−1
(
αψ ◦ f(a) + (1− α)ψ ◦ f(b)

− c(αφ2(a) + (1− α)φ2(b))
)
.

(24)

(ii) Vîi måi s ∈ [0, 1), ta câ

ψ−1
(
ψ ◦ f(Mφ(a, b;α))− c(αφ(a) + (1− α)φ(b))2

)
F

(∫ 1

s
tg2 ◦ L(t)dt∫ 1

s
g2 ◦ L(t)dt

)

= ψ−1

(∫ L(s)
a

(
ψ ◦ f(x)− cφ2(x)

)
g2(x)dφ(x)∫ L(s)

a
g2(x)dφ(x) +

∫ b
R(s)

g2(x)dφ(x)
.

+

∫ b
R(s)

(
ψ ◦ f(x)− cφ2(x)

)
g2(x)dφ(x)∫ L(s)

a
g2(x)dφ(x) +

∫ b
R(s)

g2(x)dφ(x)

)

≤ G

(∫ 1

s
tg2 ◦ L(t)dt∫ 1

s
g2 ◦ L(t)dt

)

≤ ψ−1
(
αψ ◦ f(a) + (1− α)ψ ◦ f(b)

− c(αφ2(a) + (1− α)φ2(b))
)
.

(25)

Nhªn x²t 10. H» qu£ 9 mð rëng thüc sü mët sè b§t
�¯ng thùc Hermite-Hadamard �÷ñc thi¸t lªp g¦n
�¥y cho c¡c lîp h m lçi m¤nh v  mët sè d¤ng mð
rëng cõa h m lçi m¤nh.
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1. Chån α = 1/2, v  ψ(x) = φ(x) = x, tø b§t
�¯ng thùc (24) ta nhªn �÷ñc k¸t qu£ ch°t hìn
b§t �¯ng thùc Fej²r (4) do Azocar v  c¡c cëng
sü3 Theorem 5 thi¸t lªp cho lîp h m lçi m¤nh.

2. Chån α = 1/2, g1 = 1 v  ψ(x) = φ(x) = x.
Khi �â, b§t �¯ng thùc (24) k²o theo

f

(
a+ b

2

)
+

c

12
(b− a)2

≤
f
(
5a+3b

8

)
+ f

(
3a+5b

8

)
2

+
13c

192
(b− a)2

≤ 2

b− a

∫ 3a+b
4

a+3b
4

f(x)dx+
c

16
(b− a)2

≤
f
(
3a+b
4

)
+ f

(
a+3b
4

)
2

+
c

48
(b− a)2

≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

≤ 1

2

[
f(a) + f(b)

2
+ f

(
a+ b

2

)]
− c

24
(b− a)2

≤ f(a) + f(b)

2
− c

6
(b− a)2,

vîi f : [a, b] → R l  h m lçi m¤nh vîi modun
c. K¸t qu£ n y ch°t hìn b§t �¯ng thùc (3).

3. N¸u α = 1/2, g1 = 1 v  φ(x) = 1/x, ψ(x) = x
th¼ (24) suy ra b§t �¯ng thùc sau �¥y14.

f

(
2ab

a+ b

)
+

c

12

(
b− a
ab

)2

≤
f
(

8ab
5a+3b

)
+ f

(
8ab

3a+5b

)
2

+
13c

192

(
b− a
ab

)2

≤ (3a+ b)(a+ 3b)

8(b− a)

∫ a+3b
4

3a+b
4

f(x)

x2
dx+

c

16

(
b− a
ab

)2

≤
f
(

4ab
a+3b

)
+ f

(
4ab
3a+b

)
2

+
c

48

(
b− a
ab

)2

≤ ab

b− a

∫ b

a

f(x)

x2
dx

≤ 1

2

(
f

(
2ab

a+ b

)
+
f(a) + f(b)

2

)
− c

24

(
b− a
ab

)2

≤ f(a) + f(b)

2
− c

6

(
b− a
ab

)2

.

B§t �¯ng thùc tr¶n l m ch°t b§t �¯ng thùc
trong14 do Noor v  cëng sü thi¸t lªp cho c¡c
h m lçi �i·u háa m¤nh vîi modun c.

4. Tø (24) ta nhªn �÷ñc mët b§t �¯ng thùc l m
màn b§t �¯ng thùc Hermite-Hadamard �èi vîi
h m log-lçi m¤nh �÷ñc x¥y düng trong16 n¸u

α = 1
2 , g1 = 1 v  φ(x) = x, ψ(x) = lnx:

exp

(
ln f

(
a+ b

2

)
+

c

12
(b− a)2

)
≤ exp

(
ln f

(
5a+3b

8

)
+ ln f

(
3a+5b

8

)
2

+
13c

192
(b− a)2

)

≤ exp

(
2

b− a

∫ a+3b
4

3a+b
4

ln f(x)dx+
c

16
(b− a)2

)

≤ exp

(
ln f

(
3a+b
4

)
+ ln f

(
a+3b
4

)
2

+
c

48
(b− a)2

)

≤ exp

(
1

b− a

∫ b

a

ln f(x)dx

)

≤ 1/2 exp

(
ln f

(
a+ b

2

)
+

c

12
(b− a)2

)
+ 1/2 exp

(
ln f(a) + ln f(b)

2
− c

6
(b− a)2

)
≤ exp

(
ln f(a) + ln f(b)

2
− c

6
(b− a)2

)
.
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