Applying GeoGebra in modern Mathematics education: illustrating the definition of the definite Integral in grade 12
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Abstract:
This paper focuses on analyzing the role and effectiveness of applying GeoGebra software in modern mathematics education, with a particular emphasis on the topic of definite integrals in the Grade 12 curriculum. GeoGebra serves not only as a tool for visualizing abstract mathematical concepts but also as a means to support students in actively exploring, constructing knowledge, and developing mathematical thinking. Based on the theoretical foundation of integrals, the paper proposes an approach to using GeoGebra for designing introductory activities and constructing the definition of the definite integral in a dynamic and visual manner aligned with constructivist principles. The findings indicate that GeoGebra is an effective pedagogical tool that contributes to the innovation of teaching methods in modern mathematics education. In the future, expanding the research and application of GeoGebra to other mathematical topics promises to bring further opportunities for creative innovation in teaching and learning mathematics.
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Tóm tắt: 
Bài báo tập trung phân tích vai trò và hiệu quả của việc ứng dụng phần mềm GeoGebra trong giáo dục Toán học hiện đại, với trọng tâm là nội dung tích phân trong chương trình lớp 12. GeoGebra không chỉ đóng vai trò là công cụ trực quan hóa các khái niệm trừu tượng mà còn là phương tiện hỗ trợ học sinh chủ động khám phá, kiến tạo tri thức và phát triển tư duy toán học. Trên cơ sở lý thuyết tích phân, bài báo đề xuất cách sử dụng GeoGebra để thiết kế các hoạt động khởi động và hình thành định nghĩa tích phân một cách trực quan, sinh động theo hướng kiến tạo. Kết quả cho thấy GeoGebra là công cụ sư phạm hiệu quả, góp phần đổi mới phương pháp dạy học Toán học hiện đại. Trong tương lai, việc mở rộng nghiên cứu và ứng dụng GeoGebra vào các chủ đề Toán học khác sẽ tiếp tục mang lại nhiều cơ hội đổi mới sáng tạo trong giảng dạy và học tập môn Toán.
Từ khóa: Giáo dục Toán hiện đại, GeoGebra, Định nghĩa Tích phân.


1. ĐẶT VẤN ĐỀ
Giáo dục Toán hiện đại ngày nay hướng đến việc phát triển tư duy logic, năng lực giải quyết vấn đề, và khả năng vận dụng kiến thức vào thực tiễn. Trong bối cảnh đó, công nghệ đóng vai trò quan trọng trong đổi mới phương pháp giảng dạy, hướng người học luôn tích cực, chủ động và sáng tạo. Với sự hỗ trợ của công nghệ, giáo viên (GV) có thể tạo được môi trường thực nghiệm để học sinh (HS) tham gia các hoạt động tư duy như tạo động cơ, kiểm tra giả thuyết, hình thành, tổng quát hóa, từ đó các em tự kiến tạo kiến thức mới, phát triển năng lực sử dụng phương tiện, công cụ học Toán, hình thành kĩ năng và tăng niềm tin trong học tập.1,4 Do đó, việc tích hợp các công cụ công nghệ vào quá trình dạy học đã trở thành một yêu cầu thiết yếu để nâng cao chất lượng giáo dục.3
GeoGebra là một phần mềm miễn phí kết hợp giữa hình học, đại số và giải tích, là một công cụ mạnh mẽ, dễ sử dụng và ngày càng được sử dụng phổ biến trong dạy học Toán. Các nghiên cứu đã cho thấy GeoGebra giúp tăng cường khả năng tư duy trực quan, tạo điều kiện cho học sinh khám phá và tương tác với các đối tượng toán học một cách linh hoạt,5 thuận tiện thực hiện các phép tính, trực quan hóa các khái niệm toán học, và giải quyết các vấn đề toán học một cách hiệu quả.2
Tích phân là một trong những chủ đề quan trọng trong chương trình Toán lớp 12 và khó đối với học sinh. Việc tiếp cận khái niệm tích phân thông qua định nghĩa liên quan đến giới hạn và diện tích dưới đường cong thường gây ra nhiều khó khăn trong việc hình dung và lĩnh hội kiến thức. Truyền thống dạy học chủ yếu theo lối diễn giải thuật toán và định nghĩa khô khan không còn đáp ứng được nhu cầu tiếp cận đa chiều và trực quan của học sinh hiện nay. Do đó, cần có những công cụ hỗ trợ giúp học sinh hình dung, khám phá và hiểu bản chất toán học một cách sinh động, trực tiếp hơn.
Xuất phát từ những lý do nêu trên, bài viết này hướng tới hai mục tiêu chính:
(1) Phân tích vai trò của GeoGebra trong giáo dục Toán hiện đại, đặc biệt trong việc hỗ trợ đổi mới phương pháp dạy học Toán theo hướng trực quan hóa và phát triển tư duy Toán học của học sinh;
(2) Minh họa cách sử dụng phần mềm GeoGebra trong thiết kế và tổ chức hoạt động dạy học định nghĩa tích phân trong chương trình Toán lớp 12, nhằm góp phần nâng cao hiệu quả tiếp cận kiến thức và tăng cường tính tích cực, chủ động của người học.
2. NỘI DUNG NGHIÊN CỨU
2.1. Vai trò của GeoGebra trong giáo dục Toán hiện đại 
	Tham khảo Nghị quyết số 29-NQ/TW6 về đổi mới căn bản, toàn diện giáo dục và đào tạo, cùng Quyết định số 1705/QĐ-TTg8 phê duyệt Chiến lược phát triển giáo dục giai đoạn 2021–2030, tầm nhìn đến năm 2045, cũng như các báo cáo quốc tế của UNESCO9 và OECD7 có thể nhận thấy rằng giáo dục hiện đại được hiểu là một quá trình dạy học lấy người học làm trung tâm, hướng đến việc hình thành và phát triển toàn diện năng lực cá nhân. Giáo dục hiện đại đề cao tư duy phản biện, năng lực giải quyết vấn đề, khả năng thích ứng, sử dụng công nghệ và tính cá nhân hóa trong học tập. Theo UNESCO (2015)9, “giáo dục hiện đại cần chuẩn bị cho người học những năng lực cần thiết để thích ứng và đóng góp tích cực trong thế giới không ngừng thay đổi của thế kỷ 21”. Điều này đồng nghĩa với việc dạy học không còn chỉ là sự truyền thụ kiến thức một chiều, mà phải tạo điều kiện để người học chủ động khám phá, tư duy sáng tạo và vận dụng kiến thức vào thực tiễn.
	Trong bối cảnh đó, giáo dục Toán học hiện đại cũng chuyển mình mạnh mẽ theo hướng tiếp cận năng lực. Toán học không còn đơn thuần là môn học tập trung vào kỹ năng tính toán hay chứng minh hình thức, mà trở thành công cụ để phát triển tư duy logic, năng lực mô hình hóa, giao tiếp toán học, và đặc biệt là khả năng vận dụng vào giải quyết các vấn đề thực tiễn – những năng lực thiết yếu của công dân toàn cầu. Đồng thời, toán học cũng giữ vai trò nền tảng trong nhiều lĩnh vực công nghệ cao như trí tuệ nhân tạo, phân tích dữ liệu, kỹ thuật và tài chính.
	Một đặc trưng nổi bật của giáo dục Toán học hiện đại là việc ứng dụng công nghệ vào quá trình dạy học, nhằm tăng cường tính trực quan, tương tác và hiệu quả. Trong số các công cụ hỗ trợ, GeoGebra nổi lên như một phần mềm mã nguồn mở đa chức năng, tích hợp hình học, đại số, bảng tính, đồ thị và lập trình trong một môi trường học tập tương tác. Nhờ khả năng mô phỏng động, GeoGebra giúp trực quan hóa các khái niệm toán học- môn học vốn trừu tượng và khó tiếp cận đối với nhiều học sinh, hỗ trợ bài giảng toán học một cách sinh động, dễ hiểu, từ đó tăng cường khả năng quan sát, phân tích và khái quát hóa của người học.
	Việc tích hợp GeoGebra vào hoạt động dạy học toán không chỉ giúp giáo viên đổi mới phương pháp giảng dạy theo hướng phát huy tính tích cực, chủ động, khám phá và sáng tạo của học sinh, mà còn góp phần hiện thực hóa các mục tiêu của giáo dục hiện đại. Học sinh có thể thao tác trực tiếp với các đối tượng toán học, kiểm nghiệm giả thuyết, quan sát sự thay đổi trong thời gian thực, qua đó hình thành tư duy quy nạp và diễn dịch, tư duy logic,  kỹ năng phát hiện và giải quyết vấn đề. Đồng thời, GeoGebra cũng hỗ trợ thiết kế các hoạt động học tập đa dạng, phù hợp với trình độ và phong cách học tập khác nhau của nhiều đối tượng người học.
	Tóm lại, GeoGebra không chỉ là một công cụ công nghệ, mà còn là một phương tiện tư duy và phương pháp sư phạm hiện đại, góp phần quan trọng trong việc đổi mới phương pháp dạy học Toán theo hướng phát triển năng lực, trực quan hóa tri thức và nâng cao chất lượng giáo dục trong kỷ nguyên số.
2.2. Cách sử dụng GeoGebra trong dạy học tích phân
Trong dạy học tích phân, GeoGebra có thể được sử dụng theo nhiều cách như:
[bookmark: _Hlk199509434]+ Vẽ đồ thị hàm số và tô màu diện tích giới hạn bởi các đường cong: Học sinh có thể dễ dàng nhập hàm số và quan sát đồ thị xuất hiện trên màn hình; Sử dụng thêm công cụ xác đinh và tô màu miền đa giác, công cụ tính diện tích miền đa giác để tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi nhiều đồ thị hàm số.                     



Ví dụ 1. Cho ba hàm số  
a) 




Vẽ đồ thị ba hàm số  và xác định tọa độ các giao điểm của đồ thị các hàm số  và ,  và 
b) Tính diện tích của đa giác được tạo thành bởi các giao điểm trên (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm). 
Các bước vẽ đồ thị và kiểm tra kết quả bằng GeoGebra như sau:
Bước 1. Nhập lần lượt các hàm  và   vào thanh nhập lệnh [image: A white rectangular frame with black border

AI-generated content may be incorrect.], ta được đồ thị các hàm số f, g và h xuất hiện trên màn hình.
Bước 2. Chọn [image: A screenshot of a cell phone

AI-generated content may be incorrect.]=> Chọn [image: A screenshot of a cell phone

AI-generated content may be incorrect.]=> Nháy chuột vào các cặp đồ thị muốn tìm giao điểm, ta được giao điểm của đồ thị hàm số f và h là A = (-3.64, 2.97) và B = (0.64, -1.31); giao điểm của đồ thị hàm số g và f là C = (-3,0) và D = (2,5).
Bước 3. Chọn [image: A screenshot of a phone

AI-generated content may be incorrect.] => Chọn [image: A screenshot of a phone

AI-generated content may be incorrect.]=> Nháy chuột lần lượt vào các giao điểm để tạo đa giác ACBD.
Bước 4. Chọn [image: A screenshot of a cell phone

AI-generated content may be incorrect.] => Chọn [image: A screenshot of a cell phone

AI-generated content may be incorrect.] => Nháy chuột vào đa giác vừa tạo ta được diện tích đa giác ACBD xấp xỉ khoảng 21.41.


                  [image: A screenshot of a graph

AI-generated content may be incorrect.]
[bookmark: _Toc198928573][bookmark: _Toc199485838]Hình 2.1. Minh họa ví dụ 1 trên GeoGebra ở chế độ Graphing
+ Sử dụng thanh trượt (Slider): Tạo các biến động giới hạn tích phân để học sinh thấy được sự thay đổi của diện tích theo từng đoạn. Hoặc: + Tính giá trị tích phân: Phần mềm hỗ trợ tính tự động và so sánh với kết quả học sinh tính tay.



[bookmark: _Hlk197783997][bookmark: _Hlk197783977]Ví dụ 2. Cho hàm số là một hàm liên tục, không âm trên [1; 4]. Tính diện tích của hình thang cong được giới hạn bởi đồ thị hàm số , trục  và hai đường thẳng   trong các trường hợp sau: 


a)     b) 
Các bước vẽ hình thang cong và kiểm tra kết quả bằng GeoGebra như sau:
Bước 1. Nhập lệnh: ta được hàm f.
Bước 2. Tạo thanh trượt cho hai biến số a, b:
Chọn [image: ]=> Chọn [image: ] => Nhấp vào vị trị bất kì trên giao diện làm việc, điền các thông số của các biến a, b như sau.

   [image: A screenshot of a phone

AI-generated content may be incorrect.]             [image: A screenshot of a chat

AI-generated content may be incorrect.]
Bước 3. Nhập lệnh: TíchPhân (f,a,b) hoặc TíchPhânXácĐịnh (f,a,b)
Bước 4. Kéo thanh trượt a,b ứng với giá trị mà đề bài yêu cầu ta được sự thay đổi như sau
[image: ]  [image: ]
Hình 2.2. Minh họa ví dụ 2 trên GeoGebra ở chế độ Graphing

Bước 5. So sánh kết quả tính bằng máy tính Casio của học sinh với kết quả tính bằng GeoGebra, kết luận: 

2.3. Minh họa sử dụng GeoGebra hỗ trợ thiết kế các hoạt động khởi động và hoạt động hình thành định nghĩa tích phân 
2.3.1. Thiết kế hoạt động khởi động
Bài toán 1: 


 a. Cho hàm số  có đồ thị là đường thẳng (d). Hãy xác định và tính diện tích hình phẳng (H) giới hạn bởi đường thẳng (d), trục Ox và các đường thẳng 


b. Cho hàm số có đồ thị là (P). Hãy xác định hình phẳng giới hạn bởi (P), trục Ox và các đường thẳng  Giả sử đặt tên hình phẳng này là AMNB. Hình phẳng này được gọi là hình thang cong AMNB. Có thể so sánh diện tích hình thang cong AMNB với diện tích hình phẳng (H) ở câu a không? Nếu không dùng GeoGebra để dự đoán diện tích hình thang cong AMNB thì làm thế nào tính diện tích hình thang cong AMNB?

	

Hình 2.3. Hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số f(x), trục Ox và x=a, x=b (câu a, câu b)                                                      


GV tổ chức cho HS giải quyết bài toán 1 trên: Trước tiên, GV yêu cầu HS nhắc lại quy trình vẽ đồ thị hàm số bậc nhất và bậc hai, sau đó GV hướng dẫn HS cách xác định hình phẳng (H) và hình phẳng AMNB bằng công cụ GeoGebra. Dựa vào tính trực quan của hình phẳng được GV
biểu diễn trên màn hình, HS sử dụng thêm công thức diện tích hình thang sẽ tính được diện tích hình phẳng ở câu a. Tuy nhiên, đối với câu b, dựa vào tính trực quan HS cũng sẽ so sánh được diện tích hình phẳng ở câu a sẽ lớn hơn diện tích hình phẳng ở câu b, nhưng các em sẽ không tính được bằng công thức diện tích hình thang cong này. Trên cơ sở đó, GV đặt vấn đề: “Để tính được diện tích hình thang cong AMNB, các em sẽ sử dụng kiến thức về tích phân. Bài học hôm nay chúng ta sẽ cùng nhau tìm hiểu về định nghĩa “Tích phân”.
2.3.2. Thiết kế hoạt động hình thành kiến thức
Dựa vào kết quả của hoạt động khởi động, HS đã dự đoán được diện tích hình thang cong AMNB nhỏ hơn và gần bằng diện tích phẳng (H). Tuy nhiên để tính chính xác diện tích hình thang cong này là điều chưa thể với các công thức tính diện tích mà HS đã được học. Do đó,  Giáo viên tiếp tục gợi ý và hướng dẫn học sinh thực hiện các hoạt động để giải quyết câu b trong bài toán nêu trên với ý tưởng thực hiện đó là chia nhỏ hình thang cong AMNB thành các hình chữ nhật và tính tổng các hình chữ nhật đó. Giáo viên có thể tổ chức thực hiện như sau:
+ Chia lớp thành 2 nhóm, học sinh thực hiện hoạt động nhóm và trả lời các câu hỏi sau (HS được phép sử dụng công cụ GeoGebra để hỗ trợ tìm kết quả).
Chia đoạn [1; 2] thành  phần bằng nhau bởi các điểm chia: 


Câu hỏi 1. (Nhóm 1)

Gọi  là diện tích của hình chữ nhật dựng trên đoạn  với chiều cao là . Tức là:
+  là diện tích của hình chữ nhật dựng trên đoạn  với chiều cao là .
+  là diện tích của hình chữ nhật dựng trên đoạn  với chiều cao là .
+ ...


a) Tính tổng diện tích của  hình chữ nhật trong các trường hợp  và  Em có nhận xét gì về tổng diện tích của n hình chữ nhật với diện tích của hình thang cong AMNB.
b) Đặt . Tổng  này gọi là tổng tích phân dưới cấp n của hàm số  trên đoạn [1; 2]. Chứng minh rằng:   
c) Tính   Nhận xét về mối liên hệ giữa diện tích hình thang cong AMNB với giá trị của 

[image: A graph of a function
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Hình 2.4. Hình thang cong được chia thành các hình chữ nhật (trường hợp n=4 và n=10)

Câu hỏi 2. (Nhóm 2)
Gọi  là diện tích của hình chữ nhật dựng trên đoạn  với chiều cao là . Tức là:
+  là diện tích của hình chữ nhật dựng trên đoạn  với chiều cao là .
+  là diện tích của hình chữ nhật dựng trên đoạn  với chiều cao là .
+ ...
a) Tính tổng diện tích của  hình chữ nhật trong các trường hợp sau:   Em có nhận xét gì về tổng diện tích này với diện tích của hình thang cong AMNB.
b) Tổng quát, với  tăng vô hạn, đặt . Tổng  gọi là tổng tích phân trên cấp n của hàm số  trên đoạn [1; 2]. Chứng minh rằng:
  
c) Tính  Nhận xét về mối liên hệ giữa 
diện tích hình thang cong AMNB với giá trị của 

[image: A graph of a line
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Hình 2.5. Hình thang cong được chia thành các hình chữ nhật (trường hợp n=4 và n=10)

+ Hết thời gian làm việc nhóm, GV tổ chức cho các nhóm báo cáo sản phẩm. Sau đó, GV hướng dẫn sử dụng các lệnh trong công cụ GeoGebra để tính tổng của  hình chữ nhật cho câu hỏi 1 và câu hỏi 2.
Nhập lệnh: TổngTíchPhânDưới (Hàm số, Giá trị đầu-x, Giá trị cuối-x, Số hình chữ nhật)
                   TổngTíchPhânTrên (Hàm số, Giá trị đầu-x, Giá trị cuối-x, Số hình chữ nhật)
Cụ thể nhập lệnh: TổngTíchPhânDưới (f,a,b,n); TổngTíchPhânTrên (f,a,b,n), thu được kết quả tổng diện tích các hình chữ nhật (xem hình 2.6) trong trường hợp n=4 xấp xỉ là 1,97, và tổng diện tích các hình chữ nhật (xem hình 2.7) trong trường hợp n=4 là 2,72.


[image: A screenshot of a graph
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Hình 2.6. Tổng diện tích các hình chữ nhật (tổng tích phân dưới) trong trường hợp n=4
[image: A screenshot of a graph
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Hình 2.7. Tổng diện tích các hình chữ nhật (tổng tích phân trên) trong trường hợp n=4

Tương tự, xét trường hợp n=10, bằng trực quan (theo dõi trên màn hình ti vi), HS cũng đọc được tổng diện tích các hình chữ nhật (tổng tích phân dưới) xấp xỉ bằng 2,2; tổng diện tích các hình chữ nhật (tổng tích phân trên) xấp xỉ bằng 2,5. Tiếp tục GV cho HS đọc kết quả cho trường hợp n=100, tổng tích phân dưới là 2,32, tổng tích phân trên là 2,35 (Xem Hình 2.8).

                     [image: A graph of a graph with a blue line
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Hình 2.8. Kết quả tính tổng diện tích các hình chữ nhật trong trường hợp 
 	
Từ hình ảnh trực quan thông qua dùng phần mềm GeoGebra, học sinh dễ dàng nhận thấy rằng nếu chia và xây dựng các hình chữ nhật theo hình thức nào (tính theo tổng tích phân trên hay dưới) thì khi  ngày càng tăng, số lượng hình chữ nhật sẽ tăng lên và kết quả thu được là tổng tích phân trên sẽ xấp xỉ bằng tổng tích phân dưới, xấp xỉ bằng 2,3 đvdt (tính bằng công cụ GeoGebra). 
- Thông qua các hoạt động hướng dẫn HS giải quyết bài toán 1, bước đầu HS đã tiếp cận được định nghĩa tích phân (liên quan đến tổng tích phân trên và tổng tích phân dưới). Để giúp HS tiếp tục hình thành định tích phân, GV cho học sinh thực hiện giải bài toán 2 sau đây.
Bài toán 2. Xét hàm số  liên tục, không âm trên [1; 2].
a) Tìm một nguyên hàm  của hàm số trên.
b) Tính ? So sánh giá trị này với ? Từ đó, có kết kuận gì về diện tích của hình thang cong AMNB?






HS làm việc theo cặp đôi dưới sự hướng dẫn của giáo viên, kết quả mong đợi nhận được là: a)  là một nguyên hàm của ; b)  Hơn nữa,  Do đó, Vậy diện tích của hình thang cong AMNB bằng với  là một nguyên hàm của hàm số  trên [1; 2].

GV: Trong toán học, hiệu  được gọi là tích phân từ 1 đến 2 của hàm số , và thông qua các hoạt động trên, các em đã nhận ra rằng giá trị tích phân này chính là diện tích của hình thang cong. Đây cũng là một trong các ứng dụng của tích phân.
GV: Một cách tổng quát, nếu ta có hàm số  liên tục đoạn , Giả sử  là một nguyên hàm của  trên đoạn  thì tích phân từ  đến  của hàm số  được định nghĩa như thế nào?
Câu trả lời mong đợi của HS: Cho  là hàm số liên tục trên đoạn  Giả sử  là một nguyên hàm của  trên đoạn .  Hiệu số  được gọi là tích phân từ  đến  của hàm số . Kí hiệu .
3. KẾT LUẬN
Trong bối cảnh đổi mới giáo dục theo định hướng phát triển năng lực, việc tích hợp công nghệ vào dạy học Toán học không chỉ là xu thế tất yếu mà còn là giải pháp hiệu quả nhằm nâng cao chất lượng giảng dạy và học tập. Bài báo đã làm rõ vai trò nổi bật của phần mềm GeoGebra trong giáo dục Toán hiện đại, đặc biệt là trong việc trực quan hóa khái niệm trừu tượng như Tích phân, hỗ trợ thiết kế hoạt động dạy học sinh động và tăng cường sự tương tác giữa người học với tri thức Toán học.
Thông qua việc khai thác các chức năng của GeoGebra, bài báo đã đề xuất cách tiếp cận cụ thể trong dạy học nội dung tích phân lớp 12, tập trung vào việc thiết kế các hoạt động khởi động và hình thành định nghĩa tích phân một cách trực quan, logic và gắn với thực tiễn. Các minh họa được trình bày cho thấy tiềm năng của GeoGebra trong việc tạo lập môi trường học tập tích cực, góp phần phát triển tư duy toán học, khả năng khám phá phát hiện vấn đề và năng lực sử dụng công nghệ của HS.
Từ những phân tích và minh chứng đã nêu, có thể khẳng định rằng việc ứng dụng GeoGebra trong dạy học tích phân không chỉ giúp HS tiếp cận dễ dàng hơn với các khái niệm phức tạp mà còn mở rộng cơ hội đổi mới phương pháp giảng dạy theo hướng phát huy tính chủ động và sáng tạo cho người học. Trong tương lai, việc tiếp tục nghiên cứu và mở rộng ứng dụng GeoGebra vào các chủ đề Toán học khác sẽ là hướng đi tiềm năng, góp phần thúc đẩy quá trình chuyển đổi số trong giáo dục và nâng cao hiệu quả dạy học môn Toán ở trường phổ thông.
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