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ABSTRACT

In this article, the asymptotic behavior of the reachable set of the singularly perturbed control system
is investigated. The level-set method is proposed to characterize the reachable set and also its limit. The

viscosity solution characteristic of the limit value function associated to the limit control problem is also given.
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TOM TAT

Trong bai bao nay, chiing t&i nghién ciiu ddng diédu tiém cin cta tap dat dudc ctia hé diéu khién nhiéu ki di.
Phuong phép tap miic dudc st dung dé dic trung tap dat dudc va gidi han clia né. Dic trung nghiém nhét ctia
ham gi4 tri toi wu gidi han lién két v6i bai toan diéu khién tdi uu gidi han cling dudc dua ra.

Tuw khoa: Ddng diéu tiém cdn, tdp dat duoc, phuong phdp tdp mitc.

1. GIOI THIEU
Xét hé diéu khién nhiéu ki di c6 dang

,2(s),a(s)), s >0

/

y'(s) = { (y(s)
(s) = Z g(y(

2(5) = - gly(s), 2(5),a(s)), 5> 0
y(0) =z, 2(0) =
(1.1)
trong d6 « : [0,4+00) — A la ham do dudgc,

A C R¥1atap con compact; f : R" xR™x A —
R"vag:R"xR™ x A — R™ la trudng vecto;
z € R", ( € R™ lacéc vi tri ban dau; e > 0 1a
tham sb nhiéu. Ky hiéu A 1a tip cdc ham diéu
khién
A={a:[0,+00) = A| a(-) do dugc }.

Hé diéu khién nhiéu ki di c6 dang (T.T) nhan
dudc nhidu su quan tim nghién ciu cla cic

nha todn hoc theo cich tiép can hé dong luc
(xem tai ligu tham khao)"**"ciing nhu cach tiép

"Tac gia lién hé chinh:
Email: nguyenngocquocthuong@gnu.edu.vn

cén phuong trinh dao ham riéng (xem tai liéu
tham khao). " LAy y tudng tir két qua vé tap
dat dugc cho hé diéu khién phi tuyén trong bai
bdo,” chiing toi dé xuét nghién ciiu dang diéu
tiém can cho tap dat dudc lién két v6i hé diéu
khién nhiéu ki di (I.T). Phuong phép tap miic
va mit s6 két qui gin day trong hé diéu khién
nhiéu ki di ciing nhu ky thut nghiém nhét dugc
stt dung dé khdo sit dang diéu tiém cén cla tap
dat dudc nhiéu ki di.
Két qua chinh ctia bai bao dudc trinh bay &
phdn 3 clia bai bdo, d6 1 cdc Dinh 1y [3.1,[3.2,
B3

Sau day 12 mot s6 gia thiét co ban dit 1én
trén di kién cua hé:

(Al) f(y,z,a), g(y,z a) lién tuc trén R™ x
R™ x A;

(A2) f(y,z,a), g(y,z,a) lién tuc Lipschitz
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theo bién (y, z) va déu theo a;

(A3) v6imdiz € R", y € R™ vae > 0, tip sau
day 14 13
Vi(z,y, A) =
1

{(f(x,y, a), gg(x,y,a)) ja € A}.
V6i cdc gia thiét (A1)-(A2), v6i mdi ¢ >
0,z € R, y € R" vaa € A cho
truée, hé diéu khién (1.1) c6 nghiém duy nhit
vl moi s > (. Nghiém nay dugc ki hiéu
béi (yic(s;oz)ﬁic(s;a)), hodc ngan gon bdi
(y5(s), 25(s)). Céc thanh phan y°(-) va 2°(-)
trong b (y°(+), 2°(+)) dudc goi tuong ung la quy
dao chdm va quy dao nhanh cta hé (1.1)).

Nhén xét 1.1. C6 dinh ¢ > 0 va lay T >
0. V6i moi r > 0, ton tai R > 0 sao cho
v6i moi ham diéu khién o : [0,7] — A va
moi (r,() € B,(0) C RY x R, quy dao
(ygg(s;a),z;((s;a)) cua hé dudc chia
trong Bp(0) C R™ x R™ véi moi s € [0, T].
RG rang, khi d6 quy dao cham y; .(s; ) cling
dudc chia trong mot tap compact nao do trong
R™, ki hiéula Y, véi moi s € [0, T].

Nhan xét 1.2. Ki hiéu Sf , la tap tht ca cdc
quy dao (y°(+), 2°(+)) cta hé (1.1 xdc dinh trén
[0, T véi diéu kién ban dau 37 (0) = z, 2°(0) =
¢. Véi gia thiét (A3) va nhan xét & trén, ta biét
rang tip S[EO,T] la compact trong AC ([0, T]; R™x
Rm) theo topo cua C ([O, T]; R™ x ]Rm). Ki hiéu
WS,T] la tdp cdc quy dao cham tu cdp quy dao
trong S[EOI], nghia la,

€ —
(0,77 =

{yg(s) : (ya(s),za(s)) € Sprp S € [O,T}}.

Khi do, 7'[8,T] la tdp compact trong
AC([0,T];R™) theo topd cia C([0,T]; R").

Tiép theo ta dinh nghia tap dat dugc (reach-
able set) cho h¢ (I.1)). Cho trudc cdc tip con
compact Yy C R", Z, C R™ va tap con dong
khac réng C C Y. Véi mdi t > 0, xét tap dat
dugc dude xac dinh bdi

Ri(t) =

{reYy|Fae A e Zy:y (ta)eC}
(1.2)
Day 12 tap tit cd cic vi tri ban dau ctia quy dao
chim sao cho xuat phat tir d6 quy dao tuong dng
clia hé ¢6 thé tién dén muc tiéu C tai ding thoi
di€m ¢ ¢ng v6i ham diéu khién va vi tr ban diu
cua quy dao nhanh thich hgp.
Nhan xét 1.3. Ta biét ring v6i gia thiét (A3),
R&(t) la tap con compact trong R™ véi moi
t € [0,7]. bac biétla R (0) = C.

2. XAP Xi QUY PAO CHAM

Muc tiéu chinh cua bai bdo la nghién ciu gidi
han, khi ¢ — 0, cta tdp dat dugc RE(t). Vi tap
dat dugc chi lién quan dén quy dao chim nén
y tudng tu nhién 1a khao sat dang diéu tiém cin
cua quy dao cham, sau d6 mo ta gidi han cua tap
RE(t) thong qua gidi han cia quy dao cham.

C6 mot s6 cach xip xi quy dao chim cta
hé diéu khién nhiéu ki di. C4ch dau tién 13 mod
hinh gidm cp c6 dién (classical reduced order
model) dua trén dinh ly ndi tiéng ctia Tikhonov.
Cach thu hai 1a dya trén ki thuat trung binh theo
bién thoi gian cla Gaitsgory® va Grammel."
Céch thi ba 1a ki thuat trung binh theo bién
trang thai bang cich st dung do do phin b
(occupational measures) dudc phat trién gan
day bsi Gaitsgory va Leizarowitz." Trong bai
bdo nay chiing tdi st dung cich thi ba dé
xap xi quy dao cham, sau d6 dung két qua xap
xi ny d€ nghién cttu ddng diéu tiém cén cla tap
dat dugc.
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Xét hé lién két ctia hé (1.1 nhu sau
{2/(7-) =g(y,z(7),a(7)), 7T>0 o
z(0) = ¢,

trong d6 y € R™ 1a hing sd.

Y tudng co ban clia viéc xét hé lién két
1a khi £ rit nho (va tién t6i khong), quy dao z(-)
chuyén dong nhanh hon rat nhiéu so véi quy dao
y(-) do d6 ta c6 thé xem quy dao y(-) "ding im".
No6i cich khéc, ta c6 thé xem y nhu 1 tham s
cb dinh trong khi d6 bién trang thai » thay ddi
theo thoi gian.

Dudi cdc gia thiét (A1)-(A2), v6i tham sb cb
dinh y € R™, v6i mdi diéu khién o € A va vi tri
ban dau ¢ € R™, hé c¢6 nghiém duy nhét
2¢(T; v, y) xédc dinh trén [0, 00).

Bay gio ta trinh bay ki thuat trung binh theo
bién trang thdi thong qua do do phan bd (oc-
cupational measures) dugc phat trién bsi Gaits-
gory va Leizarowitz." Mot sb bai bdo lién
quan theo cdch tiép cin nay c6 thé xem trong
(4], [10], [12].

Theo Nhén xét[I.1], cho trude cdc tdp com-
pact Yy C RM, Z, c R*va T > 0, ton tai cac
tap compact Y C R™, Z; C R"v6i Yy C Y,
Zy C Zj sao cho v6i moi (z,() € Yy X Zy, va
[0,7] — A, nghiém cta hé
thoa man rang budc

vl moi «v :

y(s,a) €Y, z2(s,a)€ Zy, Vsel0,T].
DéE xAp xi quy dao cham thong qua ki thuat
trung binh, ta can tinh bi chin clia nghiém cla

hé lién két (2.1)):

(A4) Co dinhy € Y. Véi moi ¢ € Z;, va moi
a : [0, +00) — A, ton tai tip compact Z C R”
véi Zy C Z sao cho nghiém cta h¢ (2.1)) thoa
man

ze(ty,y) € Z, V1> 0.

Hé lién két cling dugc gia thiét thoa
man tinh diéu khién dwgc dia phuong (local
bounded-time controllability), nhu sau:

Dinh nghia 2.1. Hé dudc goi 1a thda man
tinh diéu khién dugc dia phwong néu, véiy € Y
cb dinh, cho truée tip compact K C RM, véi
moi (,6 € K,tontaiT =Tx >0vaa € A
sao cho z¢(t; @, y) = & voit < T.

Nhan xét 2.1. Luu y rang, véi gia thiét diéu
khién dudc dia phuong, tip Z 1a bat bién dbi
véi nghiém cua hé (2.1)) véi moi y € Y. That
vay, v6i moi ¢ € Z, ta c6 thé ndi né dén diém (;
trong Z;, d€ cho bat ky di€ém nao trén quy dao
v6i vi tri ban dau ¢ cling 12 mot diém cia quy
dao véi vi tri ban dau (;, va do do6 theo gia thiét
(A4), quy dao cua hé (2.1]) chia trong Z.

Bay gio ta trinh bay phuong phap trung binh
dé xdp xi quy dao cham bang cich iy trung
binh truong vécto chdm f theo mot do do dac
biét, goi 1a d6 do phan bd gi6i han limit occupa-
tional measure, sinh bdi nghiém ctia hé lién két
. Trudc tién ta nhac lai mot s6 khdi niém co
ban trong 1y thuyét do do.

Ky hidu B(Z x A) la o-dai sb cac tap con
Borel cia Z x A, va P(Z x A) la tap cac do do
xdc suat xac dinh trén B(Z x A).

Dinh nghia 2.2. Day yu,, € P(Z x A) dugc goi
12 héi tu yéu dén pp € P(Z x A) néu

/ oy, @) djin(y,a) / oy, a) du(y, a),

ZxA ZxA
khi n — 400, véimoi ¢ € C(Z x A).
Ta trang bi métric Prokhorov p trén khong
gian P(Z x A) nhu sau
plu,v) = inffe > 0] u(Q) < v(Q°) +¢},

trong d6 infimum dudc 14y trén moi tap do dugc
Q CZx A, vaQ)f =@+ eBlae-lan can cua
Q, B 1a qui cau don vi trong Z x A.
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Metric nhu trén tuong thich véi topo yéu,
theo nghia rang p1,, € P(Z x A) hoi tu yéu dén
1€ P(Y xA)néu p(jin, 1) — 0,khin — +o0.
Khong gian P(Z x A), véi métric p, 1a mot
khong gian métric compact. Hon nifa, bang cach
sti dung métric Prokhorov, ta c6 thé dinh nghia
khoang cach p(u,I') gitta p € P(Z x A) va
I' C P(Z x A), vamétric Hausdorff py (I';, I'y)
gital'; C P(Z x A)valy C P(Z x A), nhu
sau

p(p,T) =

pu(T1,Ty) =

inf p(p, v),

max { sup p(t, I'1), sup p(p, Fz)}-

ueTs pely

CH dinh y € Y. Mot cap (z(-),a(-)) duge
goi 12 chdp nhdn duoc (admissible) cia hé
néu z(-) 1a mot nghiém ctia hé ) v6i ham
diéu khién o € A va vi tri ban diu ¢ € Z; C
R™ nao d6. PE y rang, v6i gia thiét (A4), véi
moiy € Y, ( € Z;, batky ciip chip nhan dugc
(2(+),a()) ctia déu thda min rang budc

(2(s),a(s)) € Zx A, Vs>0.

Pinh nghia 2.3. C6 dinh y € Y. Cho

(2(+), a(+)) 1a cdp chip nhan dugc cla hé
xdc dinh trén doan [0, S], trong d6 S > 0. B¢ do

phdn bé (occupational measure) jig = u(a )

sinh b6i (z(-), a(-)) trén [0, S] 12 d9 do xdc suat
trén Z x A xéc dinh béi

1 /S
fhs = g/o O(x(s),a(s)) ds, S >0,

trong d6 0((s)a(s) 12 d0 do Dirac tai di€m
(2(s),a(s)) € Z x A.

Cho tip con Borel () C Z x A, taco

1r(Q) = %‘{s €10,5] ¢ (x(s), a(s

trong d6 | E| la d6 do Lebesgue cia tip £ C R.

Nhén xét 2.2. D6 do phan bd 15 := MS 64 phy

thudc vao ham diéu khién o € A, vi tri ban dau
(€ Z,vathamsby €Y.

Ky hiéu M(S;¢,y) 1a ho tt ca cac do do
phan bd ting vdi tit cd ham diéu khién o € A
M(S,¢y) = | {ns" "} C P(Z x A).
acA
Ta mudn chuyén qua gidi han khi S — +oo.
Su ton tai gidi han cta tap M (S, ¢, y), khi S —
400 dudc phat biéu trong ménh dé sau. Két qua
nay 1a cia Gaitsgory va Leizarowitz [11].

Ménh dé 2.1 ([11]). Gid sit (A1), (A2), (A4)
duoc théa man va hé la diéu khién duogc
dia phwong. Khi do ton tai gidi han theo mé tric
Hausdorff

Jm M(S.Cy) =M@y, @)

tdp gidi han M(y) la 16i, compact (theo topo
yéu) trong P(Z x A), va né khong phu thujc
vao vi tri ban dau  in 7. Su hoi tu trong )
la déu dbi vdi (C,y) trong Z, x Y, tic la

pi (M(S,C.5), M) < 4(S),

vai y(S) — 0, khi S — 4o0.
Dinh nghia 2.4. Tap gidi han M(y) trong dinh
ly trén dudc goi 1a tdp do do phdn bé gidi han
(limit occupational measures set) cia h¢ (2.1)),
va phan ti 4 € M(y) dudc goi la do do phdn
bo gidi han (limit occupational measure).

Bay gio ta gidi thiéu truong véctd suy rong
bang cach lay trung binh trudng vécto f thong
qua do do phan bd gi6i han bsi cong thiic

Pl = [ fosa)datza) ne M),
ZxA

Ta xét anh xa gid tri tdp hop F' : R* ~» R",

dudgc cho bdi

Fly) = {f"(y,p) : pe M(y)} CR"
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Bo dé 2.1. Vdi cde gid thiét nhu ¢ Ménh dé[2.1]
véi moiy € Y C R", F(y) la tdp con 16i, com-
pact cuia R™.

Chitng minh. Cb dinh y € Y. Liy v;,v, €
F(y)va X € [0,1]. Ton tai 1, o € M(y) sao
cho

= "y, 1), vo=f"(y, p2).

Luu ¥ rang, 4nh xa p +— f7(y, ;1) 1a tuyén tinh,
va theo tinh cht 16i ctia M (y), ta nhan dugc

A4 (1= Ny =

A (s ) + (1= A) f7(y, p2) =

Sy M) + 7 (. (L= Npa) =

f (A + (1= Npa) € Fy).
Do do, F(y) 1a16i trong R™.

Liy day v, € F(y) va gid st v, — v, khi

n — oc. Ta s& ching minh rang v € F(y). That
vay, i v, € F(y) nén ton tai day p, € M(y)
sao cho v, = f"(y, pn). BGi tinh compact cua
tap M (y) trong P(Z x A), ton tai ddy con ctia
1, (@€ cho don gian, ta gilt nguyén ki hiéu), sao
cho

[y — 1 € M(y) hoi tu yéu, khi n — oo.

Vi f € C(Z x A), va béi dinh nghia hoi tu yéu,
ta ducgc

v—hmvn—hm /fy,zad,un(z a)

n—o0
ZxA

= [ fn0)dutzia) € ).
ZxA
Do vy, F(y) la dong trong R".
Véimoiy € R", z € Z C R", vaa € A,
theo gia thiét (A1)-(A2), dé dang kiém tra dugc

|f(y,2,a)] < C(Jy|+1), v6ihangsd C > 0.

Véi moi v € F(y), ton tai u € M(y) sao cho
v = f"(y, ), va ta cé danh gia

ol =17l =] [ a0

Zx A

< / £y, 2,0)| dpz, a)
< C(lyl +1).

Do d6, F(y) bi chan trong R™ v6i moi y €
Y. O

Tiép theo ta xét bao ham thiic vi phan

{y'(s) € Fy(s)), s>0
y(0) = .

Nghiém ctia dudc ky hiéu bsi y(s) =
Y:(s), s > 0.

Anh xa gia tri tap hop F(-) dudc gia sit thoa
min diéu kién lién tuc Lipschitz dia phuong trén
R", cy thé 13,

(2.3)

(A5) v6imoi R > 0,téntai L := Ly > 0sao
cho

du(F(y), F(y)) < Lly—y'|, Vy,y' € B(0, R).

Nhén xét 2.3. Diéu kién lién tuc Lipschitz dia
phuong clia anh xa F'(-) 1a gia thiét tiéu chuin
trong cach tiép cin cta ly thuyét bao ham thic
vi phan.

Nhén xét 2.4. Ta ki hiéu Sj7y(z) 1a tap tht ca

céc nghiém lién tuc tuyét d6i cia bao ham thic
vi phén (2.3)) xac dinh trén [0, 77,

8[077“} (CU) =

{y.(s) : y.(s) nghiém (2.3), s € [0,7]}.
Ta biét rang, vGi gia thiét (A1), (A2), (A4),
(A5) va tinh diéu khién dia phuong, véi bat ky
z €Y, Spr(zr)latap compact trong AC(R™)
theo topo cia C(R™).
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Quy dao cham y*(-) clia hé diéu khién nhiéu
ki di (1.1) dugc xap xi bdi nghiém y(-) cta bao
ham thic vi phan (2.3)), nhu sau:

Meénh dé 2.2 ([11]). Gia su (A1), (A2), (A4),
(AS) duwoc théa man va hé (2.1) la diéu khién
dugc dia phuong. Khi dé, vdi méi nghiém
(y°(+), 2°(")) ciia h¢ (L), ton tai mot nghiém
y(+) cia sao cho
“(s) — < 24
max [y°(s) —y(s)[ Swle), @4
vdi w(e) — 0, khi e — 0. Nguoc lai, véi moi
nghiém cua ), ton tai mot nghiém ciia hé
(L.1) sao cho ddnh gid dugc thoa man.

3.DANG PIEU TIEM CAN CUA TAP PAT
PUGC

Codinhe > 0vaT > 0. V6i mdi (z,(,t) €
R"™ x R™ x [0, T], xét bai toan tbi uu hoa dang
Mayer

v, (1) =inf (i (Ba)), G

trong do ¢ : R™ — R lién tuc Lipschitz va thoa
man

p(r) <0<z eCl. (3.2)
Ham ¢ nhu trén ludn ton tai, chang han ta c6 thé
chon

(p(x) = dC(x) = d(l‘,C) - d(van\C)a

trong d6 d(r,C) la khoéng cdch t diém z dén
tap C, va de(z) dugc biét dén 1a ham khodng
cdch c6 ddu (signed distance function) clia tap
C. Ching ta c6 thé kiém tra dugc ham ¢(z) =
dc () la lién tuc Lipschitz trong R".

Ham sb v (z, ¢, ) dudc goi la ham gid tri ti
uu ctia bai todn diéu khién t6i vu lién két véi hé

(L.1).

Két qua dau tién clia bai bdo 1a mdi lién hé
gitta tap dat dugc R5(t) va bai todn diéu khién
t6i uu. Cy thé 1, tap dat dugc R (t) c6 thé dugc
md ta nhu 12 tip miic ctia ham gid tri toi vu clia
bai todn diéu khién t6i uu nhiéu ki di.

Pinh ly 3.1. Gid si (A1)-(A3) dugc thoa man.
Cho truoc ¢ > Ova T > 0. Khi do, voi moi
t€[0,7), ta co

Re(t) =

{z €Yy :3¢ € Zsao cho v*(z,(,t) <0 }.
(3.3)

Chitng minh. Co dinhe > 0,7 > Ovalay t €
0, 7). Gia st x € Y sao cho v°(z, (,t) < 0, v6i
( € Zy. Ta sé chiing minh rang » € R5(t). That
vy, theo tinh chit compact ctia tap cc quy dao
chdm (Nhan xét[1.2), va bdi tinh lién tuc cia ¢,
ton tai diéu khién @ € A sao cho

vi(2,¢,t) = ¢ vz (@) <0.
Tinh chit clia o suy ra Yo (t;@) € C, vado vay
r € RE(t).
Ngudgc lai, gid st x € RE(t), khi d6 ton tai
a € Ava( € Zysaocho y; (t; ) € C. Do do,

v (2, (1) < p(yze(ta)) <0,
Phép chiing minh hoan tat. [

V6i mdi (z,t) € R™ x [0, T], ta xét bai todn
t6i uu hoa lién két véi bao ham thic vi phan
(2.3)):

v(z,t) = infgp(yx(t)), (3.4)
trong d6 infimum ldy theo tit ca cdc nghiém
y(-) caa (2.3).

Bai toan (2.3)-(3.4) dugc goi bai todn diéu
khién t6i wu gidi han clia bai toan diéu khién tbi
wru nhidu ki di (1.1)-(3.1).

Trong Ménh d& [2.2] ta biét ring quy dao
chiam cua ) dudc xap xi béi quy dao ctia bao
ham thic vi phan ) theo su hoi tu déu. Két
quéa x4p xi nay dat dudc bang cich ldy trung
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binh trudng vécto f theo do do phan bd gidi
han sinh bdi nghiém ctia hé lién két . Dua
theo két qua x4p xi ndy, ta c6 thé chitng minh su
hoi tu ctia ham gia tri toi uu v° dén ham v, khi
¢ — 0. Hon nifa, ham v 12 nghiém nhét duy nhét
cua phuong trinh Hamilton-Jacobi equation, ma
ta goi la phuong trinh gidi han, trong d6 Hamil-
ton gidi han dugc biéu dién nhu 12 todn ti Bell-
man, trong d6 do do phan bd gidi han déng vai
trd 1a bién diéu khién méi.

Pinh ly 3.2. Gid sit (Al), (A2), (Ad), (A5)
duoc théa man va la diéu khién dwoc dia
phuwong. Khi dé cdc khdng dinh sau diing:

() v°(x,(,t) héi tu déu, khi e — 0, dén
v(z,t)vdixz € Yy, ( € Zy, t € 0,T]
Hon nita, v lién tuc Lipschitz trong Yy X
0, 7).

(i) v(x,t) la nghiém nhét duy nhdt trong 1dp
UC (R" x [0,T]) cita bai todn

{Ut + H(x, Dv) =0, (3.5)

v(z,0) = p(@),

trong do (x,t) € R" x (0,T) va

H - —p-
(z,p) fé%){ p-v}

= max {—p- [z, p)}.
Nhén xét 3.1. Mot két qua ndi tiéng da biét
(xem tai liéu),” bing cich st dung nguyén ly
quy hoach dong (dynamic programming prin-
ciple), v° 1a nghiém nhét duy nhét clia phuong
trinh Hamilton-Jacobi-Bellman

{vf + H(x,Q,va, %) =0,

v¥(7,¢,0) = (),

trong d6 (z,(,t) € R" x R™ x (0;T) va

H(z,(,p,q) ==

=max{ —p- f(z,¢,0) = q- g(x,(,a)}.
Tuy nhién d€ ching minh v 1a nghiém nhdt
cua ), ching ta khong thé ap dung lap luan
nghiém nhét nhu thong thudng vi hé diéu khién
gidi han dugc mo ta bdi bao ham thic vi phan,
trong d6 bién diéu khién mdi 1 nam trong tip
diéu khién phu thudc vao trang thai M (). Phép
ching minh do vy dudc thira hudng tir két qua
cua Frankowska *

Chitng minh. (Pinh 1y[3.2)

(i) Co dinh (¢, t) € Yy x Zy x [0, T). V6i moi
¢ > 0, theo tinh chit ctia infimum, ton tai quy
dao cham y; (t; ) sao cho

p(yi(ta)) <@, ¢ t) +e.

Theo Ménh dé , ton tai nghiém y,(-) cla
(2.3) sao cho y; .(t; ) hoi ty déu dén y,(t), as
e — 0, trong [0, 7. Céc 1ap ludn nay cung vdi
tinh lién tuc cua ¢, ta dudc

v(z,1) < @(y:(t)) = limp(y; ((t2)) (3.6)
< 21_1}3) v (x, ¢, t).  (3.7)

Mit khic, theo tinh chit compact cta tip
Sjo.r)(x), ton tai nghiém y,(-) ciia (2.3) sao cho

v(,t) = (1))

Mot lan nita, bdi Ménh dé Proposition 2.2, ton

tai quy dao (y;ﬁ(t, ), 2, (t, a)) cla ) $a0
cho y5 (¢, ) héi ty déu dén y,(t), khi e — 0,
trong [0, 7). Do dé6

L < .
ll_r%v (z,(,t) < }:1_1)% gp(yx,c(t, a)) (3.8)

= ¢(y:(t) = v(z,1). (3.9

Vi va dung v6i moi (z,(,t) € Yy X

Zo % [0, T, ta két luan dugc

v¥(x,(,t) — v(z,t) déu trong Yy x Zy x [0, T],
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khie — 0.

D€ ching minh v lién tuc Lipschitz trong
Yy x [0, T, ta chi cAn chiing minh ring, véi bat
kit € [0,7] c¢b dinh,  — v(z,t) 1a lién tuc
Lipschitz trong Yy, va v6i bit ki z € Y ¢6 dinh,
t — wv(z,t) la lién tyc Lipschitz trong [0, 7).
That vay, ¢6 dinh t € [0,7], valdy 2,7 € Y.
Theo tinh chit compact cta tap Sjo 7/(T), ton tai
nghiém y(-) € Sp,71(T) sao cho

o(@.1) = p((1)).
Theo tinh chét lién tuc Lipschitz ctia ¢, ta c6
v(z,t) —v(T,t) = inf t)) — o(y(t
(@) —v@ )= iof p(y(t) — o(3(t)
< ¢(y(®) - ¢(H)
< Lyly(t) = 5(t)],

v6i moi y(+) € Sjo,7(x), trong d6 Ly, 12 hing sb
Lipschitz cta ¢.
Hon nifa, bang cich ap dung dinh 1y cta Fil-
ippov, ton tai nghiém z(-) € Sj.r(z) sao cho
12(t) —g(t)] < eTle — 7|, Vtel0,T),

trong d6 k := kp 12 hang sb Lipschitz ciia F.
Tu do suy ra

v(z,t) = o(T,1) < L|2(t) = y(t)] < Cle -7,

trong d6 C' := L, e
Bing cich thay ddi vai tro ctia 2 va 7, ta
dugc

o(T,t) —v(z,t) <C|F— x|, C:=L,e",
va do vay
v(z,t) —v(T,t)| < Clz - 7|, C:=Lye".

Codinhz € Yyvally0 <t <t < T.Ta
biét ring ham v(x,) thda man nguyén 1y quy
hoach dong, cu thé 1a, véi moi 0 < 7 < %, ta cd

v(z,t) =inf {o(y(r),t-7) : y() € Spr(2)}-

Do d6, ton tai nghiém z(-) € Sy 7y() sao cho

v(z(7),t—7) <v(z, 1)+ [T 1.

+[E -1
= ‘1}(56715) — U(Z<t - t)’t)’
+ [t =1,

trong d6 7 := ¢ — ¢ € (0,¢]. Theo ching minh
trén, ton tai C' > 0 sao cho

vz, t) —v(z(t—t),t)| < Clo — 2(t - 1)
= C|2(0) — 2(t — t)].

Hon ntta, v6i moi = € Y, nghiém lién tuc
tuyét ddi z(-) € Sjp7i(z) cé dao ham bi chin
trén [0, T (xem trong phan (ii) ctia phép chiing
minh), nén z(-) lién tuc Lipschitz trén [0, 77,
nghia 13, ton tai hing s6 L > 0 sao cho

|2(0) — 2(t = t)| < L|t —t|.
Tu danh gid trén, ta nhan dugc
vz, t) —v(z, 1) < (CL+1)[E— 1.

(ii) Nhu di dé cAp & nhan xét phia trén, ta sé
ap dung két qua trong [8] d€ khang dinh ring v
la nghiém nhdt cua bai todn (3.5). Trudc tién ta
kiém tra mot s6 gia thiét co ban ma 4nh xa da
tri F'(+) dugc thdoa man:

RO rang, F(-) la lién tuc Lipschitz dia
phuong va nhan gid tri 16i, compact (Bo dé[2.1)).

Hon nita, véi moi x € R™, 2z € Z C R™,
vi a € A, theo gia thiét (A1)-(A2), ta d& dang
ki€m tra dugc

|f(z,2,a)] < C4(|z|+1), véi hing s6 C; > 0.
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V6i moi v € F(z), ton tai 4 € M(x) sao cho
v = f"(x, ), va ta c6 danh gia

ol =17l =| [ flema)dutz o

ZxA
/ ‘f(:mz,a)‘ dp(z,a) < Cp(|z] + 1).
ZxA

Do d6

IN

sup |v] < C(|z|+1), VreR"

veEF ()
Bing cdch 4p dung Pinh Iy 2.3 trong tai liéu
tham khao,’ ta ¢6 thé két luan dugc v 12 nghiém
nhét ctia bai toan (3.5).

D¢ khang dinh v 12 nghiém nhét duy nhét
cua bai todn , ta chi can kiém tra r:?mg
Hamilton gi6i han H (x, p) thda man nguyén ly
so sanh trong ly thuyét nghiém nhdt, cu thé 1a
diéu kién lién tuc Lipschitz. That vdy, v6i moi
z,p,q € R,

|H(z,p) — H(z,q)| < sup |v-(p—q)
veF (x)

<I|p—q| sup |v]
veF (x)

< Cy(lz[ +1)lp — gl-

Véimoi R > 0,p € R*vaz,y € B(0,R), vi
F(x) 1a tip compact nén ton tai v € F(z) sao
cho

H(Jﬁ,p) =P
Hon nita, vi F(-) lién tuc trong B(0, R), ton tai
w € F(y) sao cho

v —w| < Llz — y|.
Ta co,

H(z,p)—p-w< —p-v+H(y,p).

biéu nay suy ra

H(z,p)— H(y,p) <p- (w—v)

< |p||w — v|
< Lipllz —yl.

Mot cach tuong tu, bang cach ddi vai tro clia x
va y, ta dugc

H(y,p) — H(z,p) < Llp|ly — .

Do do

|H(z,p) — H(y,p)| < Llp||z — y]
< Llz —y|(]p| + 1).

Bing cich p dung Pinh 1y III. 3.15 trong tai lidu,’
v 1a nghiém nhét duy nhét cla bai toan (3.5). [

Nhu di dé cap & phan trudc, y tudng ty nhién
d€ khéo sat ddng diéu gidi han cua tap dat dugc
RS (t) 1a st dung két qua xip xi quy dao cham,
xem Ménh dé[2.2 Tur dinh nghia ctia tap R (1),
gi6i han cia R () c6 dang

Re(t) =

{:U € Yy |3 y.(-) nghiém Ly.(t) € C}.

Tuy nhién cich dinh nghia nay c6 thé giy kho
khan trong phép chiing minh do tinh trtu tugng
cia bao ham thic vi phan (2.3), sy thiéu hyt
thong tin va sy phuc tap cua cong thic métric
Hausdorff. D€ vugt qua cdc tré ngai nay, theo
tinh than ctia Pinh 1y [3.1] ta d& xut si dung
cach tiép can tap miic d€ mo ta gidi han cta tap
dat dugc R5(¢) nhu 1a vung dm ctia ham gia tri
t6i uu v, nghia 1a gi6i han cta tap RE(t) c6 thé
dugc md ta boi
Re(t) = {z €Yy : v(z,t) <0},

Dinh ly sau day khang dinh tap RS (t) hoi tu déu
dén Re(t) trong [0, 7], khi ¢ — 0, va hon niia
tap Re(t) tring véi tip Re (¢) véimoi t € [0, 7).
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Pinh ly 3.3. Gid sit (A1)-(A5) duoc théa man
va (2.1)) la diéu khién dugc dia phwong. Khi do,
tdp dat dugc RE(t) héi tu déu, khi e — 0, dén
tap Re(t) trén [0,T), trong d6 0 < T < +oc.
Su hoi tu dugc hiéu theo nghia ciia métric Haus-

dorff,
lim dyr (R (t), Re(t)) =0, Yt € [0,T).

e—0

Hon niia,
Re(t) =Re(t), Vte[0,T).

Chitng minh. D€ cho don gian, ta dung cic ki
hiéu R°, R va R thay thé cho, mot cach tuong
ing, R&(t), Re(t) va Re(t) véimoi t € [0,T].
Nhéc lai rang, khoang cach Hausdorff giita hai
tap R¢ va R dugc xdc dinh bi

dy(R°,R) =

max { sup d(z.,R), sup d(z, R%)}.

zc€R® TER

Liy day {e,,},>1 sao cho g, — 0, khi n — oc.
Ta sé& chiing minh ring

dg (R, R) = 0, khin — oo.

LAy z.. € R°. Trudc tién ta chiing minh sy ton
tai ctia phan tif 2 € R sao cho
|z., —x| =0, asn — oc.

That vay, vi z., € Y;, Vn > 1, ton tai ddy con
(d€ don gian, ta gilt nguyén ki hiéu) sao cho
Te, —+ v €Yy, khin— oo.
Viz., € R, theo Dinh Iy[3.1), ta c6
v (e, , (0 t) <0, VG (, € Zy.

Cho n — o0, va béi su hoi tu déu cta v° dén v
trong Yy x Zy x [0, 7], khi e — 0, ta nhén dugc

v(x,t) <O0.

Do vay, x € R. Tic 14 ta da chtiing minh dugc

sup d(z.,,R) =0,

Tey, EREN

n — oQ.

Tiép theo, liy = € R.Viz € Yo, va Yy la tap
compact, ton tai ddy con trong Yo, ki hiéu la z., ,
xe, # x,Yn > 1sao cho

Te, — x, khin — o0o.

Ta sé chiing minh rang z., € R°. That viy,
bi két qua hoi tu déu, véi moi ¢ € Z, va bat ki
§ > 0, ton tai ng > 0 sao cho véi moi n > ny,

v (2, (1) < v(ze,, t) + 0.

Viz € R, nénv(z,t) < 0.B&i tinh chét lién
tuc cia v, ta dugc v(z., ,t) < 0 véi n da 16n.
Hon nita, vi § > 0 ¢6 thé dugc chon bé tly v,
cho 6 — 0, ta dudc

v (2., ,(,t) <0, v6indalén.
Do vdy, x., € R v6in du 16n, va do do

supd(z,R™") = 0, n — oc.

2ER

Vay, N
dy (R, R) — 0,

voi moi day €, — 0, khi n — oo. Do do,
di (RS, R) — 0, khie— 0.

By gid ta chiing minh phan thi hai cta dinh ly.
Liy z € R, khi d6

v(z,t) <0.

Theo tinh chit compact clia tip cdc nghiém cla
bao ham thic vi phan (2.3) (Xem Nhan xét[2.4),
ton tai nghiém 7, (+) of (2.3) sao cho

v(,t) = ¢(7,(t) < 0.
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Do d6,y,(t) € C, vado viy = € R.

Ngudc lai, gid st 2 € R. Ton tai nghiém
7,(-) cua sao cho 7,(t) € C, do d6
©(y,(t)) < 0. Diéu nay suy ra

v(z,t) = inf (y.(t)) < @(@.(1) <0.
Do vay, x € R. [

Nhén xét 3.2. Véi cic gia thiét (Al), (A2),
(A4), (A5) va tinh diéu khién dugc dia phuong,
ta d& dang kiém tra dugc cac tap Re(t) va Re(t)
la dong, va do d6 compact trong R™ v6i moi
t € [0,T]. Trong khi d6 gia thiét (A3) 1a can
thiét d€ ddm béo tinh chit déng cla tap RE(1),
véit e [0,7].
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